走进四边形的几何变换
在近几年的各地中考中，几何变换作为一种数学思想与方法，不断地被命题者青睐与关注，在现行的初中数学课本中，主要存在平移、旋转和轴对称(即翻折)三种几何变换. 它们最大的特征都是不改变图形的形状和大小，只改变图形位置的变换。而四边形作为初中阶段最核心最重要的内容，越来越被作为呈现知识和能力的载体。为此，让我们结合2009年各地中考试题，一同走进四边形中的变换世界，感受它的魅力与亮点。
一、在平移中构造与发现
例1：(2009年咸宁市)如图，将矩形[image: image119.jpg]


沿对角线[image: image2.wmf]AC

剪开，再把[image: image3.wmf]ACD

△

沿[image: image4.wmf]CA

方向平移得到[image: image5.wmf]ACD

¢¢¢

△

．
（1）证明[image: image6.wmf]AADCCB

¢¢¢

△

≌

△

；
[image: image1.wmf]ABCD

（2）若[image: image7.wmf]30

ACB

Ð=

°

，试问当点[image: image8.wmf]C

¢

在线段[image: image9.wmf]AC

上的什么位置时，四边形[image: image10.wmf]ABCD

¢¢

是菱形，并请说明理由．
思路点拨：在平移过程中对应的边与角的大小不变，仅仅是位置发生改变，借助边角边可证出两个三角形全等；同时AB与C′D′始终平行且相等，可知四边形ABC′D′平行四边形，要使其为菱形，需满足AB=BC′，而∠ACB=30°，∠ABC=90°，可得AB=[image: image11.wmf]2

1

AC，即点C′是线段AC的中点。 

解析：(1)矩形[image: image12.wmf]ABCD

沿对角线[image: image13.wmf]AC

剪开，再把[image: image14.wmf]ACD

△

沿[image: image15.wmf]CA

方向平移得到[image: image16.wmf]ACD

¢¢¢

△

 得[image: image17.wmf]AD

¢¢

=BC=AD，[image: image18.wmf]AD

¢¢

∥AD∥BC，AA′=CC′，∴∠D′A′C′=∠BCA，∴⊿A′AD′≌⊿CC′B。
（2）当点C′是线段AC的中点时，四边形ABC′D′是菱形，理由如下：
∵四边形ABCD是矩形， [image: image19.wmf]ACD

¢¢¢

△

由[image: image20.wmf]ACD

△

平移得到，C′D′=CD=AB，由（1）知AD′=C′B，∴四边形ABCD是平行四边形。在Rt⊿ABC中，点C′是线段AC的中点，∴BC′=[image: image21.wmf]2

1

AC，而∠ACB=30°，∴AB=[image: image22.wmf]2

1

AC，∴AB=BC′，∴四边形ABC′D′是菱形。
点评：决定平移后图形位置的两个基本因素是平移的方向和距离，本题通过“平移不改变图形的形状和大小”的性质，再结合平移前后图形的相应位置进行分析、综合、探究与解答。图形的切割是指通过对相关图形或实物（纸片）操作，如剪、摆、移、画等，让同学们在具体情境中抽象出图形的形状、位置、大小关系并最终解决实际问题的一类数学问题。它最明显的特征是动手操作与实验。它主要是培养我们的实践操作能力、动手动脑能力、空间想象能力以及数学应用能力，在操作过程中全面了解和体验数学活动的过程，从而达到创新思维的目的。
二、在折叠中体验与发现
例2： （2009山西省太原市）问题解决
如图（1），将正方形纸片[image: image23.wmf]ABCD

折叠，使点[image: image24.wmf]B

落在[image: image25.wmf]CD

边上一点[image: image26.wmf]E

（不与点[image: image27.wmf]C

，[image: image28.wmf]D

重合），压平后得到折痕[image: image29.wmf]MN

．当[image: image30.wmf]1

2

CE

CD

=

时，求[image: image31.wmf]AM

BN

的值．
[image: image107.wmf]A

¢


[image: image108.wmf]C

¢

[image: image109.wmf]D

¢


类比归纳
在图（1）中，若[image: image32.wmf]1

3

CE

CD

=

，

则[image: image33.wmf]AM

BN

的值等于         ；若[image: image34.wmf]1

4

CE

CD

=

，

则[image: image35.wmf]AM

BN

的值等于         ；若[image: image36.wmf]1

CE

CDn

=

（[image: image37.wmf]n

为整数），则[image: image38.wmf]AM

BN

的值等于         ．（用含[image: image39.wmf]n

的式子表示）
联系拓广
   如图（2），将矩形纸片[image: image40.wmf]ABCD

折叠，使点[image: image41.wmf]B

落在[image: image42.wmf]CD

边上一点[image: image43.wmf]E

（不与点[image: image44.wmf]CD

，

重合），压平后得到折痕[image: image45.wmf]MN

，

设[image: image46.wmf](

)

11

1

ABCE

m

BCmCDn

=>=

，

，

则[image: image47.wmf]AM

BN

的值等于         ．（用含[image: image48.wmf]mn

，

的式子表示）
思路点拨：沿MN对折的两个图形全等，点[image: image49.wmf]B

落在[image: image50.wmf]CD

边上一点[image: image51.wmf]E

，构造直角三角形，借助勾股定理列方程求解BN、AM的长，从而得到[image: image52.wmf]AM

BN

的值；
解析：问题解决：如图（1-1），连接[image: image53.wmf]BMEMBE

，

，

．
       由题设，得四边形[image: image54.wmf]ABNM

和四边形[image: image55.wmf]FENM

关于直线[image: image56.wmf]MN

对称．
[image: image110.wmf]AM

BN

       ∴[image: image57.wmf]MN

垂直平分[image: image58.wmf]BE

．∴[image: image59.wmf]BMEMBNEN

==

，

．

 

       ∵四边形[image: image60.wmf]ABCD

是正方形，∴[image: image61.wmf]902

ADCABBCCDDA

Ð=Ð=Ð=====

°

,

．


       ∵[image: image62.wmf]1

1

2

CE

CEDE

CD

=\==

，

．

设[image: image63.wmf]BNx

=

，

则[image: image64.wmf]NEx

=

，

[image: image65.wmf]2

NCx

=-

．


        在[image: image66.wmf]Rt

CNE

△

中，[image: image67.wmf]222

NECNCE

=+

．
       ∴[image: image68.wmf](

)

2

22

21

xx

=-+

．

解得[image: image69.wmf]5

4

x

=

，即[image: image70.wmf]5

4

BN

=

．

 

       在[image: image71.wmf]Rt

ABM

△

和在[image: image72.wmf]Rt

DEM

△

中，
[image: image73.wmf]222

AMABBM

+=

，[image: image74.wmf]222

DMDEEM

+=

，[image: image75.wmf]\

[image: image76.wmf]2222

AMABDMDE

+=+

．


       设[image: image77.wmf]AMy

=

，

则[image: image78.wmf]2

DMy

=-

，

∴[image: image79.wmf](

)

2

222

221

yy

+=-+

．

  

解得[image: image80.wmf]1

4

y

=

，

即[image: image81.wmf]1

4

AM

=

．

  ∴[image: image82.wmf]1

5

AM

BN

=

．


类比归纳[image: image83.wmf]2

5

（或[image: image84.wmf]4

10

）；[image: image85.wmf]9

17

； [image: image86.wmf](

)
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 ，联系拓广[image: image87.wmf]22
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点评：本题以折叠为背景进行课题学习题，图形的折叠问题是近两年中考试题涌现出的一类新题型。在解答此类问题时，要明白折痕两边的图形是轴对称图形，然后再利用轴对称变换的性质解题。它要求我们能根据题目中的折叠发现其中的变量与不变量，或者变化的趋势与内在联系，挖掘隐含其中的规律或相关的结论，使猜想的结论尽可能与实际情况相吻合，必要时可进行验证或证明。关键是要灵活地从不同角度、不同层次、不同方向运用分类的数学思想方法提出新的问题或解决与之相关的问题或否定不存在某一规律的数学思维能力。先探讨简单情景下存在的某个结论，然后进一步推广到一般情况下，原来结论是否成立，这是探究问题的一种经验或一种模式，这种思维方式或者说解题方法应引起我们的关注与重视。解题的关键是由特殊到一般或由简单到复杂的模式，这些本质相同的问题解决办法是都进行归纳推理，即从列举对象的一切特殊情形的前提中，推出关于全部对象的一般结论的推理方法。
三、在旋转中构造与探究
例3：（2009河南)如图，在Rt△ABC中，∠ACB=90°, ∠B =60°，BC=2．点0是AC的中点，过点0的直线l从与AC重合的位置开始，绕点0作逆时针旋转，交AB边于点D.过点C作CE∥AB交直线l于点E，设直线l的旋转角为α.
    (1)①当α=________度时，四边形EDBC是等腰梯形，此时AD的长为_________；
       ②当α=________度时，四边形EDBC是直角梯形，此时AD的长为_________；
    (2)当α=90°时,判断四边形EDBC是否为菱形，并说明理由．
[image: image111.wmf]BN

思路点拨：直线l绕AC的中点O旋转，始终保持着△AOD和△EOC全等， 探究四边形EDBC是等腰梯形的条件，执果索因，应让∠B =∠EDB=60°或ED=BC=2，所以当直线l的旋转角α为30°时，便有∠EDB=60°；此时AD=1；探究四边形EDBC是直角梯形，则只需让∠EDB=90°即可，所以当直线l的旋转角α为60°时便成立；当直线l的旋转角α=90°时,便可得DE∥CB，便不难发现和证明四边形EDBC为菱形
解析：（1）①30，1；②60，1.5； 

（2）当∠α=900时，四边形EDBC是菱形.
 ∵∠α=∠ACB=900，∴BC//ED. ∵CE//AB, ∴四边形EDBC是平行四边形.    

  在Rt△ABC中，∠ACB=900，∠B=600,BC=2,∴∠A=300.∴AB=4,AC=2[image: image88.wmf]3

.∴AO=[image: image89.wmf]1

2

AC

=[image: image90.wmf]3

 . 
在Rt△AOD中，∠A=300，∴AD=2.∴BD=2.∴BD=BC.又∵四边形EDBC是平行四边形，
∴四边形EDBC是菱形 
点评：在旋转变换中要把握好三要素：旋转中心、旋转角和旋转方向，对于图形的旋转变换，以及在变化过程中的不变量、变化量以及由此蕴酿构造出的新图形的形状、位置、大小关系要引起高度重视．解决这类问题的关键是树立联系、发展的动态观点，化动为静，进行适当动手操作与实验，动中求静，运用发散思维，化一般为特殊，寻找出变量关系式和不变量，运用数学转化与化归数学思想进行探究与思考，捕捉和确定某些特殊图形或位置，便会发现意想不到的思路、方法和思维亮点。 

例4：（2009德州）已知正方形ABCD中，E为对角线BD上一点，过E点作EF⊥BD交BC于F，连接DF，G为DF中点，连接EG，CG．
（1）求证：EG=CG；
（2）将图①中△BEF绕B点逆时针旋转45º，如图②所示，取DF中点G，连接EG，CG．问（1）中的结论是否仍然成立？若成立，请给出证明；若不成立，请说明理由．      

（3）将图①中△BEF绕B点旋转任意角度，如图③所示，再连接相应的线段，问（1）中的结论是否仍然成立？通过观察你还能得出什么结论？（均不要求证明）
[image: image112.wmf]AM

[image: image113.wmf]AB

[image: image114.png]&R E



  

[image: image115.png]


思路点拨：在（1）中，利用直角三角形斜边上中线等于斜边的一半，证出EG=CG；在（2）中，△BEF绕B点逆时针旋转45º后，充分利用G为DF中点，通过添加辅助线，分别构造△DMG≌△FNG．△DAG≌△DCG．△AMG≌△ENG．从而得证；
解析：（1）证明：在Rt△FCD中， ∵G为DF的中点，∴ CG=[image: image91.wmf]1

2

FD． 

同理，在Rt△DEF中， EG=[image: image92.wmf]1

2

FD．∴ CG=EG．
（2）（1）中结论仍然成立，即EG=CG． 

连接AG，过G点作MN⊥AD于M，与EF的延长线交于N点．
在△DAG与△DCG中，∵ AD=CD，∠ADG=∠CDG，DG=DG，
∴ △DAG≌△DCG．∴ AG=CG． 

[image: image116.jpg](MoME)



在△DMG与△FNG中，∵ ∠DGM=∠FGN，FG=DG，∠MDG=∠NFG，
∴ △DMG≌△FNG．∴ MG=NG  在矩形AENM中，AM=EN． 

在Rt△AMG 与Rt△ENG中，∵ AM=EN， MG=NG，∴ △AMG≌△ENG．
∴ AG=EG．∴ EG=CG． 
（3）（1）中的结论仍然成立，即EG=CG．其他的结论还有:EG⊥CG．
点评：本题涉及的知识多，构思独特，能力较高，在解题时要充分挖掘相关
图形的信息，关注图形的性质，定理，让题目中的某些隐含信息发挥作用，并
适当添加辅助线，化一般为特殊，化未知为已知。对于（3）中的结论探索，一般从条件出发，用从特殊到一般的思想，归纳猜想出结论。
[image: image117.jpg]


实战演练（请编辑根据需要选用）
1、（2009年烟台市）如图，将两张长为8，宽为2的矩形纸条交叉，
使重叠部分是一个菱形，容易知道当两张纸条垂直时，菱形的周长有最小值8，那么菱形周长的最大值是        ．
2、（2009年烟台市）利用两块长方体木块测量一张桌子的高度．首先按图①方式放置，再交换两木块的位置，按图②方式放置．测量的数据如图，则桌子的高度是（    ）
A．73cm

B．74cm

C．75cm

D．76cm
[image: image118.jpg]477D



[image: image93]
3、（2009仙桃）将矩形纸片ABCD按如图所示的方式折叠，AE、EF为折痕，∠BAE＝30°，AB＝[image: image94.wmf]3

，折叠后，点C落在AD边上的C1处，并且点B落在EC1边上的B1处．则BC的长为（   ）．
A、[image: image95.wmf]3

     B、2     C、3     D、[image: image96.wmf]3

2



4、(2009年义乌)如图，一块砖的外侧面积为[image: image97.wmf]x

，那么图中残留部分墙面的面积为（    ）
A．[image: image98.wmf]4

x

         B．[image: image99.wmf]12

x

             C．[image: image100.wmf]8

x

            D．[image: image101.wmf]16

x


5.（2009年兰州）如图所示，将一张正方形纸片对折两次，然后在上面打3个洞，则纸片展开后是（    ）

6、（2009四川绵阳）如图，把一个长方形的纸片对折两次，然后剪下一个角，为了得到一个锐角为60( 的菱形，剪口与折痕所成的角( 的度数应为（    ）
A．15(或30(    B．30(或45(      C．45(或60(       D．30(或60(
7、（2009年安徽）学校植物园沿路护栏纹饰部分设计成若干个全等菱形图案，每增加一个菱形图案，纹饰长度就增加dcm，如图所示．已知每个菱形图案的边长[image: image102.wmf]103

cm，其一个内角为60°．

（1）若d＝26，则该纹饰要231个菱形图案，求纹饰的长度L；
（2）当d＝20时，若保持（1）中纹饰长度不变，则需要多少个这样的菱形图案？
8、（2009年北京市）阅读下列材料：
小明遇到一个问题：5个同样大小的正方形纸片排列形式如图1所示，将它们分割后拼接成一个新的正方形.他的做法是：按图2所示的方法分割后，将三角形纸片①绕AB的中点O旋转至三角形纸片②处，依此方法继续操作，即可拼接成一个新的正方形DEFG.请你参考小明的做法解决下列问题：
（1）现有5个形状、大小相同的矩形纸片，排列形式如图3所示.请将其分割后拼接成一个平行四边形.要求：在图3中画出并 指明拼接成的平行四边形（画出一个符合条件的平行四边形即可）；
（2）如图4，在面积为2的平行四边形ABCD中，点E、F、G、H分别是边AB、BC、CD、DA的中点，分别连结AF、BG、CH、DE得到一个新的平行四边形MNPQ，请在图4中探究平行四边形MNPQ面积的大小（画图并直接写出结果）. 


参考答案
1、17  2、C  3、C   4、B  5、D   6、D  

7、解：（1）菱形图案水平方向的对角线长为[image: image103.wmf]103cos302

´´

o

=30(cm)

按题意，L=30＋26×（231－1）=6010(cm)（2）当d=20cm时，设需要x个菱形图案，则有：
30＋20×（x－1）=6010. 解得 x=300.即需要300个菱形图案
8．解：（1）拼接成的平行四边形是[image: image104.wmf]ABCD

Y

（如图1）．
（2）正确画出图形（如图2）平行四边形[image: image105.wmf]MNPQ

的面积为[image: image106.wmf]2
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方法指导：


为了求得� EMBED Equation.DSMT4  ���的值，可先求� EMBED Equation.DSMT4  ���、� EMBED Equation.DSMT4  ���的长，不妨设：� EMBED Equation.DSMT4  ���=2
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例3题图③
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图 ②（一）
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